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Аннотация. Представлена новая постановка задачи нахождения величин 
давления, плотности, температуры, концентрации токсичных продуктов горения 
в помещении очага пожара. Для частного случая задачи по моделированию по-
жара в помещении получено аналитическое решение дифференциальных урав-
нений пожара. В отличие от имеющегося упрощенного аналитического решения 
уравнений пожара и численного решения дифференциальных уравнений пожа-
ра, полученные результаты позволяют более подробно и точно определять ди-
намику газовой среды при пожаре в помещении. Разработана и представлена 
компьютерная программа, реализующая вычисления по полученному аналити-
ческому решению. 
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ANALYTICAL SOLUTION OF THE EQUATIONS OF THE DYNAMICS 
OF GAS MEDIUM IN CASE OF A FIRE IN PREMISE 

TAKING INTO ACCOUNT INPUT AND OUTPUT GAS FLOW RATE THROUGH 
THE OPENING FOR THE PARTICULAR CASE OF A COMBINATION 

OF PARAMETERS OF COMBUSTIBLE LOAD AND GEOMETRIC DIMENSIONS 
OF PREMISE AND OPENING

Roman A. Ivashchuk 
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Abstract. There is presented a new formulation of the problem of fi nding the 
values of pressure, density, temperature, concentration of toxic combustion products 
in the premise of the fi re seat. The analytical solution of the differential equations of 
fi re is obtained for a particular case of the problem of modeling a fi re in a premise. 
In contrast to the present simplifi ed analytical solution of the fi re equations and the 
numerical solution of the differential equations of fi re, the obtained results allow us to 
determine the dynamics of gas medium in more detail and accurately during a fi re in 
a premise. There is developed and presented the computer program implementing 
calculations based on the obtained analytical solution.
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Введение
Моделирование пожара как часть мероприятий по обеспечению пожарной 

безопасности имеет неизменную актуальность, требует повышения достоверно-
сти результатов и является предметом научных исследований [1–20].

Как и большинство нестационарных физических процессов, динамика газо-
вой среды при пожаре описывается дифференциальными уравнениями [21, 22]. 
Наибольшую практическую значимость в настоящее время приобрели числен-
ные методы расчета, реализованные во множестве программ. Вместе с тем фи-
зические процессы не могут считаться до конца изученными, пока не получены 
аналитические решения их дифференциальных уравнений. Кроме того, широкая 
практика применения компьютерных программ моделирования пожара требует 
подтверждения достоверности результатов, а в случае численного решения диф-
ференциальных уравнений достоверность подтверждается только эксперимента-
ми, которые не могут быть проведены для всех возможных случаев пожара. 

Предлагаемое ниже аналитическое решение получено без допущения об 
отсутствии входящего расхода, и, следовательно, расширяет и уточняет име-
ющиеся знания о процессах, происходящих при пожаре в помещении, может 
служить для повышения достоверности практических расчетов в случаях, когда 
применение полевых моделей избыточно (известно, что достоверность полевых 
моделей напрямую зависит от размера ячейки вычислительной сетки, потому 
даже для небольшого помещения применение сетки в 10 см, например, при ма-
лом проеме, может повлечь многочасовой расчет), и для изучения динамики га-
зовой среды в помещении при пожаре. До настоящего времени таких решений 
для изучения и практического применения не было представлено.

Теоретические основы и постановка задачи
Схема газообмена при пожаре и система уравнении интегральной модели 

пожара хорошо известны и приводить их здесь нет необходимости [1, 2]. При-
ведем только необходимую для дальнейших выкладок формулу положения пло-
скости равных давлений: 

ℎпрд = ℎ� −
� − �0

� ρ0 − ρ
 

( )
,  (1)

где hПРД – высота положения плоскости равных давлений, м; hx – половина высо-
ты помещения, м; P – среднеобъемное давление в помещении очага пожара, Па; 
P0 – давление наружного воздуха, Па; ρ0 – плотность наружного воздуха, кг/м3; 
ρ – среднеобъемная плотность в помещении очага пожара, кг/м3.

Для упрощенного решения дифференциальных уравнений пожара приме-
няют подход, когда давление в помещении очага пожара считается неизмен-
ным, а по проему наблюдается только исходящий расход, хотя величина этого 
расхода также не определена [2, 22]. Трудность в получении точного решения 
создается именно в случае, когда по проему протекают два потока газов – вхо-
дящий и исходящий.
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Представляется возможным другой подход к решению, кроме попыток не-
посредственного интегрирования дифференциальных уравнений. Рассмотрим 
входящую в систему уравнений формулу высоты плоскости равных давлений 
(1) (далее – ПРД). Если получить формулу для перемещения этой плоскости 
в проеме во время пожара, то можно ожидать, что удастся получить решение и 
для величин расходов газов по проему.

В формулу ПРД (1) входят два параметра газовой среды – давление и 
плотность. Как правило, давление при пожаре изменяется на несколько паска-
лей (Па) от своего значения в начальный момент времени (обычно 101 325 Па). 
Плотность уменьшается до значения 0,3–0,4 кг/м3. ПРД изменяется по высоте от 
минус нескольких метров до уровня середины проема.

Вид формулы (1) и ее физический смысл не ограничивают ее применения 
для какого-то диапазона изменения давления и плотности. Предположим, что 
для определенной области значений давления и плотности найдено аналити-
ческое выражение для положения ПРД по мере развития пожара. Формула ПРД 
не дает никаких оснований считать, что найденная зависимость не распростра-
няется на давление и плотность, лежащие в других частях диапазона. Основы-
ваясь на указанном предположении, возможно распространить выражение для 
ПРД для случая только исходящего расхода газов на те значения давления и 
плотности, при которых в проеме имеют место входящий и исходящий расходы. 
Т. е. может быть найдено расположение ПРД в произвольный момент времени 
для случая входящего и исходящего расходов. Оно послужит основой для выво-
да формул для плотности и других параметров.

В целом, если будет найдено решение, которое представляет собой непре-
рывную дифференцируемую функцию на участке диапазона изменения давле-
ния и плотности (когда по проему наблюдается только исходящий расход), и эта 
функция не будет иметь ограничений на использование ее во всем диапазоне 
параметров газовой среды помещения, то полученное решение будет являться 
решением одного из уравнений системы уравнений интегральной модели по-
жара, исходя из теоремы единственности решения дифференциального урав-
нения при одних и тех же начальных условиях [24]. Начальные условия в случае 
возникновения пожара одни и те же – это давление и плотность окружающего 
воздуха и нулевые значения опасных факторов пожара.

Вывод формул
Перед выводом формул нужно сказать, что в статье [25] получено анали-

тическое решение уравнений для давления и плотности для случая исходящего 
расхода газов и при положении плоскости равных давлений, равном нулю, т. е. 
на уровне пола. Такое положение ПРД означает, что при любом сколь угодно 
малом увеличении высоты положения плоскости равных давлений появляется 
входящий расход газов. Тогда как если положение ПРД ниже нуля, то изменение 
положения плоскости равных давлений приводит лишь к количественному изме-
нению исходящего расхода. Как уже говорилось, решение дифференциальных 
уравнений пожара при наличии входящего расхода значительно усложняется.

Аналогично [25] найдем решение для случая произвольного положения 
ПРД ниже нуля, т. е. ниже уровня проема, когда имеет место только исходящий 
расход газов, и для произвольного проема.

Для выражений, вывод которых (или аналогичных) приведен в статье [25], 
записывается только итоговое выражение. Запись формул представлена также 
только для случая кругового распространения пламени по поверхности горючей 
нагрузки в целях сокращения объема материала. Для других видов распростра-
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нения – линейного и неустановившегося горения жидкости – вывод проводится 
аналогично. Но в программе, которая реализует вычисления по представленным 
здесь выражениям [26], есть все три варианта распространения пламени.

Динамика площади проема для удержания ПРД в одном заданном положе-
нии определяется по выражению

(2)
 =
3��2


ξ 2� ℎсп − ℎПРД ���
3
− 1

 

( )

,

где � =
��

3
�� �0� ℎ� − ℎПРД + �0
 

( ( ) )
;  (3)

� = �н
р
η 1 − ϕ �л

2πψ
уд

 ;( )  (4)

ρ =
ρ0

���
3  ;  (5)

ψуд – удельная массовая скорость выгорания горючей нагрузки, кг/м2 · с; υл2 – ли-
нейная скорость распространения пламени, м/с; hсп – середина высоты проема, 
м; R – частное от деления универсальной газовой постоянной на молярную мас-
су воздуха, в расчетах принимается 296.

Физический смысл выражения (2) аналогичен указанному в статье [25]: для 
того, чтобы пожар протекал при неизменном положении плоскости равных дав-
лений на высоте hПРД, площадь проема при его неизменной высоте должна ме-
няться по закону (2). Напомним эти же выражения из статьи [25], когда плоскость 
равных давлений удерживается на уровне 0 м (на уровне пола): 

�0 =
��

3
�� �0�ℎ� + �0
 

( )
,  (6)


0 =
3�0�

2


ξ 2�ℎсп ��0�
3
− 1

 .  (7)

Примечание. К сожалению, в тексте статьи [25] имеется опечатка: формула (7) 
в названном источнике приведена без объема V в числителе.

Из выражений для площадей (2) и (7) возможно составить комбинацию, ко-
торая покажет положение ПРД в зависимости только от соотношения площадей 
проемов в каждый момент времени. Предварительно нужно сделать допущение, 
которое поможет с выводом формулы для ПРД, а именно: считать, что значения 
y и y0 мало отличаются между собой и отношение выражений с этими величи-
нами равно 1. Действительно, в знаменателях этих выражений в скобках содер-
жится сумма, в которой давление окружающего воздуха P0 многократно превы-
шает второе слагаемое ρ0ghx или ρ0g(hx – hПРД).

Приводим выражение для ПРД и его преобразование для проверки, что оно 
действительно показывает высоту ПРД

ПРД = ℎсп 1 −

0

2


2
 ( ).ℎ  (8)

Преобразуем и запишем правую часть с учетом того, что все члены с y и y0 
сокращаются:


0
2


2
=
ℎсп − ℎПРД

ℎсп
 ,  (9)
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ℎсп 1 −

0

2


2
= ℎсп 1 −

ℎсп − ℎПРД

ℎсп
= ℎПРД ( () ) .  (10)

Видно, что выражение (8) обращается в тождество.
Погрешность такого допущения показана на следующем графике (рис. 1). 

По оси х отложено значение ПРД, которое подставляется формулу (2), а по оси 
y – относительная погрешность величины ПРД по формуле (8). Видно, что по-
грешность составляет сотые доли процента, что можно считать приемлемым 
для практических целей.

Рис. 1. График погрешности
Если подставить вместо F площадь фактического (неизменного) проема 

помещения, то получаем динамику положения ПРД. F0 меняется по времени, 
поэтому для фиксированного F формула (8) покажет положение ПРД в каждый 
момент времени в зависимости от параметров горючей нагрузки и параметров 
помещения.

Таким образом, получена формула положения ПРД при фиксированном 
проеме – формула (8). Несмотря на то, что основой для ее вывода послужили 
соотношения для случая только исходящего расхода по проему, она не содер-
жит никаких ограничений для того, чтобы распространить ее действие на случай 
входящего и исходящего расходов.

Само по себе составленное выражение для ПРД является ключом к полу-
чению всех других величин в любой момент времени без необходимости числен-
ного решения дифференциальных уравнений. Для этого нужно продифференци-
ровать формулу (1), что позволит выразить производные давления и плотности 
одно через другое. Непосредственно из формулы (1) получить выражение для 
давления через плотность. Все это позволит составить выражение с неизвест-
ной плотностью. Но выражение будет представлять собой многочлен третьей 
степени, куда плотность входит в степенях, кратных ½, решение которого может 
быть получено тоже только численно.

Рассмотрим формулу (5). В нее через (3) входит значение ПРД, которое мы 
только что нашли для всех возможных случаев газообмена. Чтобы использовать 
преимущества аналитического решения, подставляем (8) в формулу (3) и ре-
зультат в формулу плотности (5). Получим формулу плотности, которая меняет-
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ся по мере развития пожара, т. е. аналитическое решение уравнения плотности 
интегральной модели пожара. Это решение изначально получено для области 
значений давления и плотности, при которых ПРД находится ниже нуля. Но ни-
каких ограничений формулы интегральной модели не накладывают. Справед-
ливо предположить, что полученное для этой области значений решение дей-
ствительно и для другой области значений давления и плотности, когда ПРД 
находится выше нуля и имеют место входящий и исходящий расходы.

Таким образом, получено аналитическое решение для плотности газовой 
среды в помещении очага пожара в виде формул (3), (5), (8), где F – площадь 
проема помещения.

Также возможно получить зависимость для давления, температуры, входя-
щего и исходящего расходов из формул интегральной модели. При известном 
положении ПРД из формулы (1) получаем величину Р, при известных давлении 
и плотности получаем температуру из уравнения состояния газа [21], по этим ве-
личинам рассчитываются входящий и исходящий расходы газов по проему [21].  

Практическая значимость полученных выражений состоит также в том, что 
имеется возможность получить выражения для концентраций токсичных продук-
тов горения в помещении очага пожара, а также в смежном помещении. Но при 
условии, что смежное помещение обладает значительно большим объемом и 
газообмен в начальной стадии пожара с этим помещением можно приближенно 
считать аналогичным газообмену с окружающей средой, т. е. плотность, давле-
ние, температура в смежном помещении не изменяются. На практике это, напри-
мер, примыкание помещения очага пожара к высокому и протяженному вести-
бюлю, коридору, или цеху.

Приведем вывод этих формул. Рассмотрим уравнение оптической плотно-
сти дыма в помещении очага пожара [21].



 μ

 �
= "ψ + μ1

$вх

ρ0
− μ

$исх

ρ
 ,  (11)

где D – дымообразующая способность горючей нагрузки, Нп · м2/кг; μ – оптиче-
ская плотность дыма в помещении очага пожара, Нп/м; μ1 – оптическая плот-
ность дыма в смежном помещении с помещением очага пожара, Нп/м.

Для случая газообмена с открытой атмосферой, когда имеет место входя-
щий расход газов, параметр наружного воздуха «оптическая плотность дыма» 
равен нулю: μ1 = 0, и уравнение приобретет вид



 μ

 �
= "ψ − μ

$исх

ρ
 .  (12)

Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение первого по-
рядка вида 

μ' = a(t)μ + b(t) .  (13)

Решение этого уравнения приведено в учебнике [24]. Известно, что началь-
ными условиями являются: t = 0, μ0 = 0. Решение для этого случая имеет вид:

μ � = � ( )  )
�

0 * ) �−
( τ  )

0  )
�

0
( ) ( )( ∫ )(∫ ( ) ∫ ( ) ),τ  (14)

где ( � =−
$исх

ρ

 ;( )  (15)

* � =
"ψ



 .( )  (16)
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Все интегралы являются сложной комбинацией выражений (2)–(5), (7) и не 
выражаются через элементарные функции. Они могут быть определены чис-
ленно. Здесь численное решение основано на имеющемся точном решении для 
входящих в интеграл величин расхода и плотности. В программе [26] это числен-
ное решение реализовано. Можно увидеть, что программная реализация этих 
решений значительно проще численного решения целой системы дифференци-
альных уравнений интегральной модели пожара.

Теперь получим выражения для расчета оптической плотности дыма 
в смежном помещении.

Производная оптической плотности дыма в смежном помещении равна [21] 
(в источнике формула представлена в другой форме – в дифференциальной):


1
 μ1

 �
= μ − μ1

$исх

ρ( ) .  (17)

Для того чтобы решить это уравнение, нужно связать между собой оптиче-
ские плотности дыма в смежных помещениях и выразить μ. 

При принятом допущении распространение частиц дыма происходит в двух 
замкнутых объемах V и V1, больше никуда дым не уходит, меняется только его 
концентрация. Тогда из формулы (18) получим:



 μ

 �
+ 
1

 μ1

 �
= "ψ .  (18)

Это уравнение можно проинтегрировать и выразить из него μ.
Для рассматриваемого кругового распространения пламени получим:

μ =
"ψ�3

3

−
μ1
1



 ,  (19)

где ψ = υл
2πψуд.

Подставим это выражение в (17) и сгруппируем члены уравнения:

 μ1

 �
=
$исх

ρ

"ψ�3

3

1
−
μ1$исх
1

ρ
1

−
μ1$исх


1ρ
 ;  (20)

 μ1

 �
=
$исх

ρ

"ψ�3

3

1
−
μ1$исх

ρ
1


1



+ 1  ( ).  (21)

Решение может быть получено численно аналогично решению уравнения 
(14), 

где ( � =−
$исх

ρ
1


1



+ 1  ( ) ( );  (22)

* � =
$исх

ρ

"ψ�3

3

1
 ( ) .  (23)

Решение реализовано в программе [26].
Использование результатов

Для реализации вычислений подготовлена компьютерная программа. 
В связи с тем, что решение получено на основе соотношений для случая только 
исходящего расхода газа, областью применения решения являются случаи, ког-
да плоскость равных давлений пересекает отметку ноль. Если сочетание пара-
метров помещения и горючей нагрузки таково, что ПРД находится только в пло-
скости проема, наблюдается увеличение погрешности вычислений по отношению 
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к численным расчетам. Но часто встречающиеся практически значимые случаи 
сочетания параметров горючей нагрузки и параметров помещений таковы, что по-
ведение ПРД укладывается в пределы применения полученного решения.

Ниже приведены результаты сравнительных расчетов по формулам анали-
тической модели из настоящей статьи и с помощью различных моделирующих 
компьютерных программ. Представлены результаты по отдельным параметрам 
газовой среды в связи с ограниченностью объема статьи. Специалисты в об-
ласти моделирования пожара могут самостоятельно провести сравнительные 
расчеты с помощью предлагаемой программы [26]. Надо отметить, что средне-
объемная температура в помещении очага пожара, получаемая по формулам 
настоящего аналитического решения, для случаев достаточно больших проемов 
практически полностью совпадает с температурой, полученной по формулам 
интегральной модели без учета входящего расхода. Значительные различия 
наблюдаются при проемах, близких к размерам щелей (горизонтальных и вер-
тикальных). Далее приведены расчеты положения плоскости равных давлений, 
которые не могут быть получены расчетами по интегральной модели без учета 
расходов.

Пример 1. Пожар 
в помещении объемом 
200 м3 высотой 3 м, с про-
емом высотой 2 м и шири-
ной 1 м, горючая нагруз-
ка в виде пролива ЛВЖ 
площадью 2 м2 с удель-
ной теплотой сгорания 
42 000 кДж/кг, удельной 
массовой скоростью вы-
горания 0,043 кг/м2с, 
временем стабилизации 
горения 150 с. Графики 

положения ПРД, составленные на основе расчетов по формуле (8) и с помощью 
программы численного моделирования [27], приведены на рис. 2 и 3.

Из графиков (рис. 2 и 3) видно, что ПРД во время начальной стадии пожара 
пересекает уровень нуля 
в момент времени около 
13 с, т. е. в начальной ста-
дии пожара имеет место 
входящий и исходящий 
расходы газов по проему. 
Вычисления и визуализа-
ция результатов вычис-
ления других параметров 
могут быть сделаны с по-
мощью программы [26].

Для этой же горючей 
нагрузки проведен рас-
чет с помощью полевой 
модели. Помещение име-
ет размеры 12,6 × 5,28 м, 
высотой 3 м, с проемом 

Рис. 2. Положение ПРД по формуле (8) для примера 1

Рис. 3. Положение ПРД, полученное численным 
путем в программе [27], для примера 1
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шириной 1 м и высотой 2 м. На рис. 4 представлено несколько продольных сече-
ний с полем скоростей. Проем находится справа, очаг пожара в левой части по-
мещения (в сечение не попадает). Сечение проходит посередине проема. Вид-
но, что в помещении наблюдаются два встречных потока, у потолка и в середине 
помещения, что соответствует физической картине газообмена. Также видно, 
что в момент времени между 14 и 15 с в проеме (справа на рисунках) появляется 
и в дальнейшем сохраняется входящий расход газов, что соответствует резуль-
татам, полученным по аналитической модели.

Рис. 4. Поля скоростей на 14–17-й секундах

Пример 2. Пожар в помещении объемом 500 м3 высотой 3 м, с проемом 
высотой 2 м и шириной 0,8 м, горючая нагрузка в виде твердых горючих мате-
риалов с удельной теплотой сгорания 14 000 кДж/кг, удельной массовой скоро-
стью выгорания 0,0125 кг/м2с, линейной скоростью распространения пламени по 
поверхности горючей нагрузки 0,02 м/с при круговом распространении пламени. 
Графики положения ПРД, составленные на основе расчетов по формуле (8) и 
с помощью программы численного моделирования [27], приведены на рис. 5 и 6.

Проводи-
мые расчеты 
по к а зывают , 
что параметры, 
характеризую-
щие динамику 
газовой среды 
при пожаре, 
п о л у ч е н н ы е 
с помощью 
представлен -
ной методики, 
являются на-
глядными, до-Рис. 5. Положение ПРД по формуле (8) для примера 2
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стоверными, физиче-
ски обоснованными, 
соответствующими 
физическим и числен-
ным экспериментам. 
Предлагаемое ана-
литическое решение 
и реализующая рас-
четы компьютерная 
программа могут яв-
ляться основой для 
исследования пове-
дения газовой среды 
при пожаре для уве-
личения достовер-
ности и скорости вы-
полнения расчетов 
в целях обеспечения 
пожарной безопасно-
сти.
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