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Аннотация. Рассмотрена возможность решения задачи оптимального вы-
бора эвакуационных выходов вдоль одной или обеих сторон криволинейных ко-
ридоров, обе стороны которого являются половинами эллипсов или парабол, 
при этом ширина таких коридоров изменяется по длине. Предложены два спо-
соба расчета таких коридоров: с одномерной безусловной оптимизацией и по 
классической теории Куна – Таккера.
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Введение
Работа является продолжением предыдущих публикаций [1, 2]. Рассматри-

вается вопрос об изменении ширины коридора, обе стороны которого являются 
верхними половинами эллипсов или парабол. При этом рассматривается только 
правая половина коридора (симметрия), а в статье [2] его ширины на вершине и 
правом конце задавались равной проектной величине h0. Как отмечено в статье 
[1], верхний эллипс не является эквидистантом по отношению к нижнему, т. е. 
ширина H ≠ Const. В статье [2] было выявлено на примере (с типичными геоме-
трическими характеристиками), что уширение незначительно (~20 %). Вместе 
с тем в статье [1] было отмечено, что использование эквидистанта сопряжено 
с немалыми трудностями. 

В работе [1] была предпринята попытка уменьшить изменения ширины ко-
ридора h [1, рис.1], если на его торцах и на вершине задавать различные (ва-
рьируемые) значения h1 и h0 соответственно. Наконец, как отмечено в статье [1], 
осложняющим фактором является то, что рассматриваемая область (коридор) 
не является выпуклой.

Постановка задачи
1. Эллиптический коридор
Для решения нашей задачи имеем следующие соотношения: 
Уравнения эллипсов: 

���
2

�+ℎ1
2 +

���
2

�+ℎ0
2 = 1; 

���
2

�2
+

���
2

�2
= 1. 

( () )
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Уравнение нормали к внутреннему эллипсу (xin, yin) из точки (xex, yex) на внеш-
нем (кратчайшее расстояние) имеет вид [4]:

X – xin + dyin/dx(Y – yin) = 0.� (2)

Здесь и далее индексы ex и in (exterhal, internal) символизируют точки на 
верхнем и нижнем эллипсах соответственно.

Переходим к безразмерным переменным (деление на a и опускание чер-
точки ¯ над переменными). Тогда будем иметь:

xin
2 + yin

2/γ2 = 1; xex
2/(1 + h1)

2 + yex
2/(γ + h0)

2 = 1, γ = b/a;� (3)

xex – xin – γ2xin(yex – yin)/yin = 0.� (4)

Локальная ширина коридора h*
2 = (xex – xin)

2 + (yex – yin)
2 = (с учетом (3) и (4)) = 

γ2(yex/yin – 1)2 [1 – (1 – γ2)xin
2].� (5)

C помощью соотношений (3) и (4) необходимо получить аналитическую за-
висимость yex = yex(xin) и, далее, h* = h*(xin, h1, h0).� (6)

 Интегральное (по ¼ длины внутреннего эллипса) отклонение локальной 
ширины коридора h* от проектной величины hp целесообразно оценить «функ-
ционалом» F(h1, h0) = ∫0

1(h* – hp)
2dSin,� (7)

где ���� = 1+ ���� /����
2 ���� = 1– γ2��� /��� ����  ( ( )) ( ) .

Решением поставленной во введении задачи является минимиза-
ция целевой функции (7) при ограничениях-неравенствах h1 ≥ 0, h0 ≥ 0 и 
(h1 + h0)/2 = hp – ограничении-равенстве� (8)
(7) + (8) является задачей нелинейного программирования [4–9 и др.]:

Решение этой задачи является поиск функции Лагранжа L((z*, λ*) = F(z*) + 
λ1*g1(z*) + λ2*g2(z*) + λ3*g3(z*), где λ* = (λ1*, λ2*, λ3*)T ≠ 0 (вектор множителей Лагран-
жа), z* = (z1* z2*)T – вектор оптимизируемых переменных (z1 = h1, z2 = h0); звездочка * 
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символизирует  экстремальное (минимальное или максимальное значение), та-
кой, что антиградиент функции Лагранжа является линейной комбинацией гра-
диентов всех ограничений (8), т. е. условием ее стационарности:

�L �∗, �∗

���

= 0, � = 1,2,                          ( ) � (9)

а также и следующих условий:
- ограничений (8), неотрицательности (для минимума) λi* ≥ 0 или неположи-

тельности (для максимума)

λi* ≤ 0, i = 1,2;� (10)

- условие дополнительной нежесткости

λi*gi(z*) = 0, i = 1,2.� (11)

Последнее  условие означает, что если ограничение-неравенство в точке z* 
пассивное, т. е. gi(z*) < 0, то λi* = 0, а если активное, т. е. gi(z*) = 0, то λi* ≥ 0 (для 
минимума) или λi* ≤ 0 (для максимума).

При этом еще должно выполняться условие регулярности: градиенты ак-
тивных ограничений-неравенств и ограничений-равенств в точке z* линейно не-
зависимы.

Выше  обозначено: g1 = –z1, g2 = –z2, g3 = z1 + z2 – 2hp.

Из трех соотношений (9)–(11) первое для анализа – самое сложное. Гра-
диент целевой функции (7) = (∂F/∂h1, ∂F/∂h0)

T. Рассмотрим первую компоненту. 
В соответствии с формулами (5) и (7) подкоренное выражение в ∂F/∂h1 = ∫0

1(***) dSin 
будет зависеть только от переменной интегрирования xin, если будет получена
зависимость yex(xin), поскольку yin =  γ 1 − ���

2  .
Исключая из второго уравнения (3) и (4) xex, получим:

Ayex
2 + 2Byex + C = 0,� (12)

где A = [(1 + h1)/(γ + h0)]
2 + γ4xin

2/yin
2; B = γ2(1 – γ2)xin

2/yin;

C = (1 – γ2)2xin
2 – (1 + h1)

2.
Можно показать, что C < 0, тогда положительный корень (12) есть

yex = �2–��–� /�  ( ) .� (13)

Проверим правильность этой формулы для правого конца и вершины кори-
дора.

1. xin → 1, yin → 0. Имеем: A → γ4/yin
2; B → γ2(1 – γ2)/yin;

C → (1 – γ2)2 – (1 + h1)
2. 

Дискриминант D = B2 – AC → [γ2(1 – γ2)/yin]
2 + γ4/yin

2|C| = [γ2(1 + h1)/yin]
2, тогда

yex → [γ2(1 + h1)/yin – γ2(1 – γ2)/yin]yin
2/γ4 = yin(h1 + γ2)/γ

2 → 0, ч. т. д.

2. xin → 0, yin → γ. Имеем: A → [(1 + h1)/(γ + h0)]
2; B → 0; C → –(1 + h1)

2; 

D → [(1 + h1)
2/(γ + h0)]

2; yex → [(1 + h1)
2/(γ + h0)][(γ + h0)/(1 + h1)]

2 = γ + h0,

3. Поскольку коэффициенты уравнения (12) не все постоянны, т. е. 
A = A(h1, h0), C = C(h1), то для ∂yex/∂h1 (и в несколько меньшей степени ∂yex/∂h0), 
будем иметь очень громоздкие выражения. Далее, нахождение стационарных 
точек функции Лагранжа (уравнение (9)) представляет собой очень сложную 
процедуру из-за громоздких выражений градиента (7). Кроме того, поскольку по-
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ставлена задача минимизации, положительная определенность матрицы вто-
рых производных (Гессе) – ∂2L/∂h1∂h0, т. е. необходимо повторное дифференци-
рование целевой функции.

Альтернативный, более простой способ заключается в следующем.
Приближенно решается минимаксная задача (minmax). Задаем число N 

(скажем, N = 20) узлов отрезка 0 ≤ xin ≤1, в которых рассчитывается локальная 
ширина коридора h* по формуле (5) и находится максимальное значение (max h*)(k), 
при этом ширины коридора на концах равны h1

(k) и h0
(k) = 2hp – h1

(k). Варьирование 
этих величин в окрестности, скажем h1

(k) = 1,1 или 0,9, получим mink (max h*)(k) – ми-
нимальное значение этого максимума.

2. Параболический коридор
В соответствии со статьей [10] следующие безразмерные соотношения для 

внутренней и внешних парабол :

yin = γ(1 – xin
2),� (14)

yex = (γ + h0)[1 – xex
2/(1 + h1)

2],� (15)

а также соотношение между координатами парабол, вытекающее из уравнения 
нормали к внутренней параболе в точке (xin, yin):

xex – xin – 2γxin(yex – yin) = 0.� (16)

Приравнивая  выражения для xex
2 из уравнений (15) и (16) после несложных 

преобразований получим квадратное уравнение относительно yexAyex
2 + Byex + C = 0 

с коэффициентами:

A = 4γ2; B = 4γ – 8γ2yin + (1 + h1)
2/ [(γ + h0)xin

2]; C = 1 – 4γyin + 4γ2yin
2 – (1 + h1)

2/xin
2.�(17)

Решение этого уравнения yex = ( �  – B)/2A,� (18)

где дискриминант D = B2 – 4AC.
Проверим правильность этой формулы для правого конца и вершины кори-

дора.
1.  x in → 1, y in → 0. Имеем: B  = 4γ + (1 + h1)

2 /  (γ + h0).  C  = –(2h1 + h1
2). 

D = 16γ2(1 + h1)
2 + 8γ(1 + h1)

2 / (γ + h0) + [(1 + h1)
2 / (γ + h0)]

2. 

Далее, из (16) имеем:

xex = 1 + 2γyex = 1 + ( �  – B)/4γ.� (19)

Должны быть выполнены неравенства: 1 < xex и xex < 1 + h1. Подставляя в фор-
мулу (19) вышеприведенные выражения для D и B, после несложных преобразо-
ваний получим очевидные неравенства 1 < (1 + h1)

2 и 1 < 1 + h1, ч. т. д.

2. xin → 0, yin = γ. Имеем: B = 4γ – 8γ3 + (1 + h1)
2 / [(γ + h0)xin

2]. C = (1 – 2γ2)2 –(1 + h1)
2/xin

2.

D = [(1 + h1)
2/(γ + h0)xin

2]2{1 + 8γ[(1 – 2γ2)/(γ + h0) + 2γ](γ + h0)
2xin

2/(1 + h1)
2}.

Используя разложение 1 + �  = 1 + ε/2 + O(ε2), получим:

� ≅ (1 + h1)
2/(γ + h0)xin

2{1 + 4γ[(1 – 2γ2)/(γ + h0) + 2γ](γ + h0)
2xin

2/(1 + h1)
2}. 

Подставляя это выражение и вышеприведенное для B, в формулу (18), по-
лучим yex = γ + h0, ч. т. д.

Локальная ширина коридора с учетом (16):

h* = (yex – yin) 1 + 4γ2���
2 . 
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Как видно из формулы (17), коэффициенты B = B(h1, h0) и C = C(h1) 
непостоянны, т. е. попытка решить задачу минимизации целевой функции (7) 
F(h1, h0) с функции Лагранжа и помощью теории Куна – Таккера весьма пробле-
матична из-за громоздкости выражений для ∂yex/∂h1 и ∂yex/∂h0 при вычислении 
gradF = (∂F/∂h1, ∂F/∂h0)

T. Ситуация аналогична рассмотренному выше эллиптиче-
скому коридору. Поэтому (как и ранее) целесообразно решать рассмотренную 
выше минимаксную задачу.

Выводы
Рассмотренные математические методы для расчетного определения 

оптимального размещения эвакуационных выходов из примыкающих помеще-
ний в коридоры криволинейной формы и переменной ширины для целей мини-
мизации смешения людских потоков и ускорения процесса эвакуации в случае 
пожара показали, что математическое решение указанной задачи с помощью 
теории Куна – Таккера требует достаточно громоздких и сложных аналитических 
вычислений. Поэтому в работе предложен альтернативный более простой при-
ближенный минимаксный алгоритм поставленной задачи.
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